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Differenzierbarkeit

@ Die Funktion f: R™ — R ist partiell differenzierbar an 3;,

falle af(B) f(B+hei) - f(B)
n. s + he;) —
R .W—llm

i h—0 h

V3 e
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Differenzierbarkeit

@ Die Funktion f: R™ — R ist partiell differenzierbar an 3;,

falls
wpern L)y, [0 he) 10

i h—0 h

o Der Vektor

vi(B)=| 9P

hei3t Gradientvon f an der Stelle 3.
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@ f konvex, gdw.

Va,beR": f(a) > f(b) +(Vf(b),a-b)
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Konvexitat

@ f konvex, gdw.

Va,beR": f(a) > f(b) +(Vf(b),a-0)

@ f konvex, gdw.
Ya,beR": (Vf(a)- Vf(b),a-b)>0

= Gradient ist monotoner Operator
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Konvexitat

@ f konvex, gdw.

Va,beR": f(a) > f(b) +(Vf(b),a-0)

@ f konvex, gdw.
Va,beR": (Vf(a)-Vf(b),a-b)>0

= Gradient ist monotoner Operator
@ f konvex = Jedes lokale Minimum ist ein globales
Minimum
(Neue Literatur im Moodle: Stephen Boyd und Lieven Vandenberghe: Convex Optimization)
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Konvexitat (1)
1.35

10g(e)§p(x)+éxp(l-k)) —
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Lipschitz-Stetigkeit fir R™ - R™

@ f heiBt Lipschitz-Stetig mit Konstante L > 0, falls

Va,beR":[f(a) - f(b)| < L|a - bl
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Lipschitz-Stetigkeit fir R™ - R™

@ f heiBt Lipschitz-Stetig mit Konstante L > 0, falls

Va,beR":[f(a) - f(b)| < L|a - bl

Hilfreich bei f : R™ — R™:
o Falls
K =sup |Vf(c)|z< oo,

ceR™

dannist f Lipschitz stetig mit Konstante K > 0.
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Konvexitat + Lipschitz stetige Gradienten

Va,beR": |V f(a)-V[f(b)|2<L]a-b;
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Konvexitat + Lipschitz stetige Gradienten

Va,beR":[Vf(a) - Vf(b)|2< Lla-b.
Multiplikation mit ||a — ]2 und Cauchy-Schwarz Ungl.:

Va,beR": (Vf(a)-Vf(b),a-b)<L|a-b|3
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Konvexitat + Lipschitz stetige Gradienten

Va,beR":[Vf(a) - Vf(b)|2< Lla-b.
Multiplikation mit ||a — ]2 und Cauchy-Schwarz Ungl.:

Va,beR":(Vf(a)-Vf(b),a-b)<Lla-b|;

Substitution von g(x) = (L/2)|x|2 - f(x) mit
Vg(x) = Lz - V f(x) zeigt g ist konvex. Substitution von g(x) in

Va,beR":g(a) > g(b) +(Vg(b),a-b)
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Konvexitat + Lipschitz stetige Gradienten

Va,beR":[Vf(a) - Vf(b)|2< Lla-b.
Multiplikation mit ||a — ]2 und Cauchy-Schwarz Ungl.:

Va,beR":(Vf(a)-Vf(b),a-b)<Lla-b|;

Substitution von g(x) = (L/2)|x|2 - f(x) mit
Vg(x) = Lz - V f(x) zeigt g ist konvex. Substitution von g(x) in

Va,beR":g(a)>g(b) +(Vg(b),a-b)
fihrt zu

f(a) < f(b) +(Vf(b),a~b) +(L/2)]|a-b]3 (1)
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Methoden

@ Spezialisiert fir bestimmte Modellklassen
o Stitzvektormethode und Sequential Minimal Optimization
o Markov Random Fields und Iterative Proportional Fitting
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Methoden

@ Spezialisiert fir bestimmte Modellklassen
o Stitzvektormethode und Sequential Minimal Optimization
o Markov Random Fields und Iterative Proportional Fitting

@ Generisch
o Erster Ordnung, mit Gradient

o Einfache Implementierung
o Geringer Ressourcenverbrauch
@ Vergleichsweise langsame Konvergenz
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@ Schnelle Konvergenz
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Methoden

@ Spezialisiert fir bestimmte Modellklassen

o Stitzvektormethode und Sequential Minimal Optimization
o Markov Random Fields und Iterative Proportional Fitting

@ Generisch
o Erster Ordnung, mit Gradient
o Einfache Implementierung
o Geringer Ressourcenverbrauch
@ Vergleichsweise langsame Konvergenz
o Zweiter Ordnung, mit Hesse-Matrix
@ Hoher Ressourcenverbrauch
@ Schnelle Konvergenz
o Proximal-Point Methoden Erster Ordnung
o Unterstltzung fir Nebenbedingungen und nicht-tberall
differenzierbare Funktionen
o Heuristiken, mit Gliick (Evolutionare Algorithmen,
Randomisierte Suche)
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Gradientenabstieg

Jetzt: Modelle reprasentiert durch Parameter vektor 3 € R”.
Lernen von 8 mittels Gradientenabstieg:

@ Wihle beliebigen Startwert 3° sowie 79, 71,72, . - .,
@ Erzeuge Sequenz von Modellen 8°, 3%, 32, ... mittels

Bt =B - 0B D)

9von 15



. P Informatik—Kinstliche Intelligenz
technische universitat Computergestiitzte Statistik ‘?’
dortmund Technische Universitat Dortmund

Optimierung Overfitting

Gradientenabstieg

Jetzt: Modelle reprasentiert durch Parameter vektor 3 € R”.
Lernen von 8 mittels Gradientenabstieg:

@ Wihle beliebigen Startwert 3° sowie 79, 71,72, . - .,
@ Erzeuge Sequenz von Modellen 8°, 3%, 32, ... mittels

Bt =B - 0B D)

Sei /(3; D) eine konvexe Funktion (in 3), mit Lipschitz stetigem
Gradienten (Konstante L) und n, = n = 1/L. Dann gilt nach ¢
Schritten: £(8"; D) - ¢(8*; D) < £||8° - B*|3.
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Gradientenabstieg—Konvergenz

Sei ¢(3; D) eine konvexe Funktion (in 3), mit Lipschitz stetigem
Gradienten (Konstante L) und n; = = 1/L. Dann gilt nach ¢
Schritten,

(pD) - 0B D) < 18- 8713

Also erfordert ¢(3'; D) - £(8*; D) < e héchstens O(L/e) Schritte.
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Gradientenabstieg—Konvergenz (Il)

Beweis. Substitution von a = 8t und b = 8% in (1),

(B, D) <4(B";D) - (n- (Ln*)/2)|ve(B"; D)3
<U(B* D)+ (veB,D),B" - B%) - (n/2)|vL(B"; D)3
=0(B%;D) + (1/2))(|8' - B 13- |8 - B713) (2)

Die Sequenz der Funktionswerte £(3"; D) ist monoton fallend
(erste Umformung).
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Gradientenabstieg—Konvergenz (Il)

Beweis. Substitution von a = 8t und b = 8% in (1),

(B D) < (B4 D) - (n- (Ln*)/2)|ve(B; D)3
<U(B* D)+ (veB,D),B" - B%) - (n/2)|vL(B"; D)3
=0(B%;D) + (1/2))(|8' - B 13- |8 - B713) (2)

Die Sequenz der Funktionswerte £(3"; D) ist monoton fallend
(erste Umformung).

Damit ist (B D) - £(B*; D) kleiner als die librigen Folgeglieder
((B7;D)-4(B";D) mit j <t.
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Gradientenabstieg—Konvergenz (lll)

Das Minimum ¢(3"; D) - ¢(B*; D) ist kleiner als der Mittelwert
der vorherigen Folgeglieder ¢(3’; D) - ¢(B8*; D). Darum

(8:D) - (8" D) < 1 3 @im) - (3 p) < EPTLE
j=1

Die letzte Ungleichung folgt aus n; =7 = 1/L und (2). [
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Uberanpassung

Uberanpassung
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Bias und Varianz
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Regularisierung

Intuition:
@ Modell passt sich ggf. an das Rauschen € in den Daten an

@ Optimum der Verlustfunktion ¢( f; D) liefert méglicher
suboptimale Vorhersagen

Idee: bestrafe Uberanpassung mittels Regularisierung
R:M->R

f*=argminf(f;D) + AR(f)
feM

Der Parameter )\ > 0 bestimmt den Einfluss der
Regularisierung.

Oft: R(f) = /14
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