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Mehr Eigenschaften von Graphen

Nachbarschaft: Fir Knoten v € V in Graph G = (V, E)

Nw)={ueV|{v,u} e E}

Pfad: Folge (v1,v2,...,v,) von Knoten in der sich kein Knoten
wiederholt

Kreis: Pfad (v1,ve,...,vy) mit {vi,v,} € E

Baum:
@ Graph ohne Kreise (“kreisfrei”)
@ Maximale CliquengréB3e = 2
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Gradient der Log-Likelihood von Exponentialfamilien

Gegeben Datensatz D, Funktion ¢ (binar),
E[¢(X)] = (1/|D]) Ezep ¢(), Pp(x) = exp({B, ¢(x)) - A(B))
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Gradient der Log-Likelihood von Exponentialfamilien

Gegeben Datensatz D, Funktion ¢ (binér),

E[¢(X)] = (1/|D]) Taep d(2), Pa(x) = exp((B, $(2)) - A(8))
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€ Y. logPg(x)
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Negative mittlere log-Likelihood:

((B;D) = Y. logPg(x)

|D| xeD

1
-y 2 (8:0@) < 4(8)
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Graphische Modelle

Gradient der Log-Likelihood von Exponentialfamilien

Gegeben Datensatz D, Funktion ¢ (binér),

E[¢(X)] = (1/|D]) Zaep d(2), Pa(2) = exp((B, ¢()) - A(B))
Negative mittlere log-Likelihood:

((B;D) = Y. logPg(x)

|D| xeD

1
=gy I (8.0()) + A(B)

~(B.E[6(X)]) + A(B)
Partielle Ableitung nach g3;:

o(BD) = _
o, - E[¢(X):] +

3[‘3
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Erinnerung: Form von A(3) (= log Z(8)) ist abhangig von X
(diskret?,reel?,endlich?).Hier:

A(B) = 5 log ) exp((B,6()))

8131 aﬂl xeX
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Erinnerung: Form von A(3) (= log Z(8)) ist abhangig von X
(diskret?,reel?,endlich?).Hier:

9 5
55, 4(8) = 55108 T, exp({B.0()))
1 0
- 7555 2, o0B @)
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Erinnerung: Form von A(3) (= log Z(8)) ist abhangig von X
(diskret?,reel?,endlich?).Hier:

A(B) =

55 o5 T exp((B.6(a)

1 0
= 705 95 1;( exp((B, ¢(x)))

1
= m w;( exp ({83, ¢(93)>) 98;

3@

(8,0(x))
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Erinnerung: Form von A(3) (= log Z(8)) ist abhangig von X
(diskret?,reel?,endlich?).Hier:

A(B) =

55 o5 T exp((B.6(a)

1 0
= 705 95 1;( exp((B, ¢(x)))

1
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Erinnerung: Form von A(3) (= log Z(8)) ist abhangig von X
(diskret?,reel?,endlich?).Hier:

A(B) =

55 o5 T exp((B.6(a)

1 0
= 705 95 1;( exp((B, ¢(x)))

1
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Also gilt fur die partielle Ableitung nach 3;:

ol(B;D)
B

. 9
B{O(X)] + 554(8)

=Eg[¢(X):] - E[¢(X);]
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Gradient der Log-Likelihood von Exponentialfamilien

Also gilt fur die partielle Ableitung nach 3;:

o0(B:D) - L0
o8, ~E[o(X)i] + 8,8iA(ﬂ)

=Eg[¢(X):] - E[¢(X);]

Ableitung ist beschrénkt %ﬁfp) € [-1;1] = ¢ ist Lipschitz stetig
Man kann zeigen: v/(3; D) auch Lipschitz stetig (L = 2|C(G)|)
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Gradient der Log-Likelihood von Exponentialfamilien

Also gilt fur die partielle Ableitung nach 3;:

o(B:D) - L0
o8, ~E[o(X)i] + a,BiA(ﬂ)

=Eg[¢(X):] - E[¢(X);]

Ableitung ist beschrénkt %ﬁf’) € [-1;1] = ¢ ist Lipschitz stetig
Man kann zeigen: v/(3; D) auch Lipschitz stetig (L = 2|C(G)|)

Jetzt: Wie berechnet man Eg[¢(X);]?

Jedes i entspricht einem Paar von Clique und Zustand, d.h.
A(X)i=d(X)c=y furein CeC(g) und y € X¢
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Graphische Modelle
Marginalisierung

Wenn Z binare Zufallsvariable (Z = {0,1}), dann
E[Z]=P(Z =1)

Ziel: Berechnung von Eg[¢(X )c-y] = P(X ¢ = y)

Allgemein:
Pg(Xc=y)= ), Pg(y,x)

zeXy\C

Ausnutzen der Faktorisierung sowie der Distributivitat:

LS T enl(Busdu(zo))

Ps(Xc=y) ==
s Z(B) wekn-c vic(c)

wobei z = (y,x) und zy sind die Werte der Knotenin U ¢ V'

7von 13



technische universitat e ¥,
dortmund ?T\\pmengejmse;resft:?“:mu d
Graphische Modelle
Marginalisierung in Baumen

Ziel: Berechnung von Eg[¢(X )c-y] = P(X ¢ = y)
Wenn G ein Baumist mit V' = {1,2,...,n}, dann ist

Pﬁ(m) = WUI;IEGXP( Buvs Puv(Tuv)))

und

Z(:@) = Z H eXp((ﬁuv7¢uv(wuv)>)

xeX uveFE

Z Z Z H eXP((ﬁuU,¢uv($uv)))

x1eX] X2eXs Tp€Xy uwvel

— Distributivitat ausnutzen!
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Belief Propagation

Ziel: Berechnung von Eg[¢(X )c-y] =P(X ¢ = y)

Z(ﬁ): Z Z Z H exp((ﬁuv7¢uv(muv)))

x1€X] 2N TneXy uvel
"puv (wuv)

Distributivitat ausnutzen. ..

mv—»u(x) = Z 'Qbuv(yl') H m’w—m(y)

yeXy weN (v)N{u}
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Belief Propagation

Ziel: Berechnung von Eg[¢(X )c-y] =P(X ¢ = y)

Z(ﬁ): Z Z Z H exp((ﬁuva¢uv(muv)))

x1€X] 2N TneXy uvel
¢uv (wuv)

Distributivitat ausnutzen. ..

mv—»u(x) = Z ¢uv(y$) H m’w—m(y)

yeXy weN (v)N{u}

Z(ﬂ): Z H mw—»v(y)

yeXy weN (v)

¢uv(yw)
P Xuv = w—v wW—>U
( xy) = 28) weNg {u}m (y)wwg[)\{v}m (v)
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Gibbs Sampling

@ Problem: Belief Propagation nur exakt wenn G ein Baum
ist!

@ |dee: Erzeuge neue Stichprobe gemaf Pz und berechne
fv; durch “abzahlen”

@ Aber: Wie erzeugt man neue Samples aus Pg(X)?
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d
Graphische Modelle
Gibbs Sampling

@ Problem: Belief Propagation nur exakt wenn G ein Baum
ist!

@ |dee: Erzeuge neue Stichprobe gemaf Pz und berechne
fv; durch “abzahlen”

@ Aber: Wie erzeugt man neue Samples aus Pg(X)?

= Ausnutzung bedingter Unabhangigkeiten!

Beobachtung: Wenn ganze Nachbarschaft eines Knotens v
beobachtet ist, kann P, (x | zr(.,)) einfach berechnet werden!
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Gibbs Sampling: Algorithmus

@ Erzeuge z zuféllig Gleichverteilt (das entspricht NICHT
Pgl)

Q@ Besuche jeden Knoten v € V und weise geman
Py (2 | Zpr(v)) Neuen Wert zu

© Wiederhole Schritt 2 so oft wie mdglich

Man kann zeigen: Nach endlicher Anzahl von Schritten ist « ein
echtes Sample aus Pg!
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Graphische Modelle
Gibbs Sampling: Algorithmus

@ Erzeuge z zuféllig Gleichverteilt (das entspricht NICHT
Pgl)

Q@ Besuche jeden Knoten v € V und weise geman
Py (2 | Zpr(v)) Neuen Wert zu

© Wiederhole Schritt 2 so oft wie mdglich

Man kann zeigen: Nach endlicher Anzahl von Schritten ist « ein
echtes Sample aus Pg!

Dann: Nutze den Algorithmus um “viele” (so viele wie mdglich)
Samples zu erzeugen und berechne P(X,, = zy) (fur alle
Kanten {v,u} € F) durch “abz&hlen”
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Chow-Liu Baume

Minimierung der Distanz zwischen optimalem Graph und
“bestem” Baum T'
Hier: Distanz gemessen durch Kullback-Leiber Divergenz

KL(P*,Pr) = %P*( ) log P*((“’))
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Graphische Modelle
Chow-Liu Baume

Minimierung der Distanz zwischen optimalem Graph und
“bestem” Baum T'
Hier: Distanz gemessen durch Kullback-Leiber Divergenz

KL(P*,Pr) = %P*( ) log P*((“’i

Kann umgeform werden zu

KL(P*,Pp) = -HEP*) + > HP) - > 1(Xy, Xy)
veV vueE(T)

Maximaler Spannbaum!

mit (X ,, X ) = KL(Pyy, P,P,,) (Allgemeines Maf3 fur
Unabhéangigkeit!)
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Graphen mittels Regularisierung

Baobachtung: Sind ist kompletter Parametervektor 3,,, einer
Kante = 0, so hat diese Kante keinen Einfluss auf P(X = x)!
Idee: Minimiere ¢(3; D) + | B

| - ||1 nicht differenzierbar!! — Proximaler Gradientenabstieg
(n&chste Woche)
Spoiler:
Bi—-A ,Bi>A
PTOX/\||~|\1(:3i) =18+ A B <A
0 , sonst
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